‘ (_) UNIDADE - MATRIZES E DETERMINANTES-

Por que aprender Matrizes e
Determinantes?

Onde usar os conhecimentos
sobre Matrizes e Determinantes?

1970 56% 44%
1980 64% 36%
1990 72% 28%
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Capitulo 1
MATRIZES

As matrizes foram criadas no século XIX pelo matematico e astrénomo
inglés Arthur Cayley.

Elas sdo utilizadas para resolver sistemas lineares, também tendo grande
aplicacéo na Fisica.

Quando presenciamos numa festividade um painel humano, conjunto
de pessoas em que cada uma tem uma placa contendo a parte da
figura correspondente a sua posicao, colocando o painel em
movimento formando imagens, podemos observar que esse painel &
uma tabela de linhas e colunas, formando assim uma matriz.
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Nocao de Matriz

Uma tabela é definida por matriz quando seus nimeros estdo dispostos
em linhas e colunas.

Representacao:

Uma matriz é representada entre parénteses ou colchetes.
Exemplos:

+1 0 10
DZ 4 GD @ 0O
O O %1 1%

Ho 1 34

Nas matrizes, as linhas séo colocadas de cima para baixo e as colunas da
esquerda para a direita.

18linhae<=| 1 2 3 4
2Z2lnha<=|5 6 7 8
Flinha<=|-1 3 0 4
ABlnha<=|2 5 1 3

g 42 coluna

32 coluna

22 coluna

12 coluna
Genericamente, as tabelas com m linhas e n colunas sdo denominadas
matrizes m x n.

Tipo de uma Matriz

As matrizes sdo representadas por letras mailsculas e seus elementos
por letras mindsculas.

A matriz M do tipo m x n é representada por:

Ban a, a3 - a,0
M = [Pz 82 83 - 5[
0: . . . 0

%ml amZ am3 o amn Eﬂxn
gEmaque M=(a,),,,

H e j representam alinha e a coluna que cada elemento ocupa.
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Exemplos:
* a,, € o elemento da 32 linha e da 12 coluna.
* a,,6 o elemento da 22 linha e da 42 coluna.

. 4 L
* A matriz Azg B édotipo2x 2.
8D2x2

0 -0
-AmatrizB:% ZB ¢ do tipo 3 x 2.
g 4§3x2

* Amatriz D=(1 3 4)  dotipo1x3.

Essa matriz ¢ denominada matriz linha, pois apresenta uma (nica linha.

O
e A matriz E:Bél% g dotipo3x1.

R2aW

Essa matriz ¢ denominada matriz coluna, pois apresenta uma Gnica coluna.

0 0 0O
e A matriz N:%) 0 OE é do tipo 3 x 3.

B 0 og,,

Consideramos uma matriz nula quando todos os seus elementos forem
iguais a zero.

Construcio de uma Matriz

Partindo da representacao genérica de uma matriz, podemos construir qual-
quer matriz.

Exemplos:

1) Construa a matriz A = (a,),,, , definida por a, = i - 2j.
Solugéo:

A matriz do tipo 2x3 é representada por Ba” 3 80

0
[Py 8» [,
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Comoau.:i—Zj,temos:
a,=1-2-1=-1(poisi=1ej=1)
a,=1-2-2=-3
a,=1-2-3=-5
a,=2-2-1=0
a,=2-2-2=-2
a,=2-2-3=-4

Assim, temos:

o1 -3 -50

O 0
0o -2 g,

. B0, sei =
2) Construa a matriz C = (CU)M, tal que C, = o
,Se1# |

Solugao:

Cii G (=1)%1 sei=]

Cy Cyp CH:(_fl)Z—1:_1

Cyr Cyp Cp=(-1)""=-1

Cy Gy 4x2

0,sei#]
€ =0y =0Cy=01¢;,=0
cy=0ec,=0

Assim teremos:

-1 00
0 0
0 o
Op o0

B of,,
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Tipos de Matrizes

Algumas matrizes recebem nomes especiais como matriz linha, matriz
coluna e matriz nula, como ja vimos.

Veja agora outras matrizes importantes.

Matriz Quadrada

Uma matriz é quadrada quando o nimero de linhas é igual ao nimero de
colunas. Assim, denominamos a matriz quadrada de ordem n.

Exemplos:

o4+ -30
a) 0O Leitura: matriz quadrada de ordem 2.
D 2f

2x2

Umnuzanpo A MIATEMATICA NOS ESPORTES

E comum as matrizes estarem presentes nos jornais e na televisao.
Um exemplo comum séo as tabelas de classificacdo de um
campeonato de futebol.

Observe:
D
J V E D PG PP
Time X 5 3 1 0 6 3
Time Y 5 2 2 1 5 4
Time Z 5 1 0 4 3 6

Em que,
J: jogos E: empates PG: pontos ganhos
V: vitdrias D: derrotas PP: pontos perdidos
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b) (1), Leitura: matriz quadrada de ordem 1.

10

o 3

%) 9 0 ) .

c) Bg Oﬁ Leitura: matriz quadrada de ordem 3.
1 2

3x3

Diagonal Principal de uma Matriz
Séo os elementos onde i = |, ou seja:

{a‘H’ aZZ’ a33’ o an,n}

Exemplos:

R o

|_> diagonal 01 _
principal L, diagonal
principal
Diagonal Secundaria de uma Matriz
Sao elementos onde i +j=n + 1.
Exemplos:

2 [_2 _J

diagonal
secundaria diagonal
secundaria

Uma matriz é diagonal quando os elementos da diagonal principal s&o quais-
quer e 0s elementos que ndo sao da diagonal principal sdo iguais a 0.
Exemplos:
00

QY N

00

273



Manual de Matematica

Matriz Identidade

Chama-se matriz identidade a matriz em que os elementos da diagonal
principal séo todos iguais a 1 e 0s demais sao iguais a 0.
Representamos a matriz identidade por | onde n indica a ordem da matriz;

Exemplos:
%1] 0 0%
a)l, = O 00 blL=r 1 05
" oo B0

Matriz Oposta ou Simétrica

A matriz oposta é obtida a partir de uma matriz conhecida, trocando o sinal
de todos os seus elementos.

Sendo A uma matriz, a oposta serd — A.

Exemplo:
B -10 8_3 1 %
— O - -
A= 43 ~A=170 -4

0
? =50 2 50

Matriz Transposta

Sendo uma matriz B de ordem m x n, denomina-se matriz transposta de B,
indicada por B, a matriz n x m, em que as linhas e as colunas sao trocadas
ordenadamente.

Exemplos:
2 -0

AB= D 47 p= o, 0%

- 9 —
14 8

& 853)(2 D_ D2X3
080

bC= 0 C=( 2 1),

A,
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Igualdade de Matrizes

Duas matrizes do mesmo tipo sdo iguais se cada elemento da primeira

matriz for correspondente a segunda matriz.
Exemplos:
B3 10 G cO
1) Dadas as matrizes A = %} _4E eB= % _4%, se A=B,
calcule a, b e c.
Solugéo:

SeA=B temos: 3 10_D1@ ¢O

B -H B -4

a=3 b=5ec =1 (todos os elementos correspondentes sao iguais).

2) Determine os valores de x e y sabendo que:
+y 3009 &

Hs x-yi B H

Solugéo:

Igualando os elementos correspondentes, temos:
x+y =9

0

x-y=1

Resolvendo o sistema:

=

B A =1

2x =10
_10
¥ 72
X =5
Substituindo x = 5 na 12 equacao:
x+y=9
5+y=9
y=9-5
y=4
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Operacoes com Matrizes
Soma e Subtracao

Uma matriz é obtida pela soma ou pela diferenga de matrizes do mesmo tipo,
somando ou subtraindo elementos correspondentes.

Exemplos:
a)m 20 [ 4 —3E| (M+0 0+4 2-3(0
B o5 30 B 3 2 Hi+s -5+3 3+2
Ol 4 -1
“H, 2 -H
o § B8 8
B 6305 H
2 300-7 005 O
B <dHs HH- H
Obs.:

Neste exemplo, definimos A — B como a soma de A com a oposta de B; isto é: A—B = A + (- B).

c) Determine a matriz X tal que
o 00o03 -4

X+H4 -15=35 105
B 2HH-2 14

Solugéo:
A matriz X é do tipo 3x2.
Descobrimos o valor da matriz X isolando-a como uma equagéo:

03 -40 01 0O

_O o0

02 1503
03 -400-1 00 02 -4
05 105404 19 = x=21 112

T2 10038 4 35 -5

X=
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Obs.:

Na soma de matrizes sédo validas as propriedades:
A+B=B+A (Propriedade Comutativa)
A+B+C=(A+B)+C (Propriedade Associativa)
A+ (-A) =0 (Elemento Simétrico)
A+0=A (Elemento Neutro)

Multiplicacado de um Numero Real por uma Matriz

Sendo um nimero real K e uma matriz A, o produto de K por A serd obtido
pela multiplicagao de K por cada elemento da matriz A.

Exemplos:
1) Dadas as matrizes A = 2 _E,B: 8 4SeC: ® 1%,
HJ 30 % -0 % 30
calcule:
a) 2A-3B +C
b) 3A - 2Ct
Solugéo:
-1 3 4 6
a) 2A-38 +C = 2 a 255 o
%’ 30 02 ‘EDZ 5
R —2%+D—9 —1%%6 m
EJ 6006 3007 %
o1 =130
a4 128
2 0 6
b) 3N -2 = 35 A-H .
o1 30 O E
06 OD%—W -4 6 -40
O O O O
08 90 02 —é% o5 30
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Adicionando membro a membro as equagoes, temos:

2X=0 01 0 2X=0
% 5501 -9 0o
O 70
o2 —5

X=0 0
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2) Determine o valor de x e y na igualdade:

x 2D+ -2 60 02 20
5y H1 s Hs 1
Solugéo:

-6 2+180_[02 200
%+3 y+9yE_E8 1(%

Igualando os termos correspondentes:

X—6=2 O x=8

10y =10 O y=1

3) Resolva o sistema matricial:

u| o 0004 -3

@“Y:% -HH1 e

E(_Y:S—S 2%%4 &
H3 -HH2 ¢

Solugéo:

b -30

“H1 -

b =30.0-9 -4

S

4

70
45

ox

1
2

-4

O
U

5

-0
40
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O 70

Substituindo X = D5 2D na 12 equacéo:
> H

2
-3
X+Y:E6 B
o+ °0
-3
Y:%B E—X
o 50
3 2 -
Y:Eﬁ -30_ 20 20

o
g-0 g Y=0
3B g7

Multiplicacio de Matrizes

Se multiplicarmos duas matrizes A e B, o produto sé sera possivel se o
nimero de colunas da matriz A for igual ao nimero de linhas da matriz B.

Exemplos:

1) E possivel efetuar a multiplicagdo de uma matriz M = (m‘i)3X2 e
N ,: (n\j)2x4?

E possivel multiplicar M - N, pois o nimero de colunas da matriz M é igual
ao nimero de linhas da matriz N.

M A

3x2 3x4

L
=

02 -0

4
2) Calcule o produto da matriz A = BO 3 E eB= HO 3 E
8_1 ' B T2 1 30
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Solugéo:

2&”«4, 20+ (=1=2) 2:3+(-1)1 2:4+(-1)3
0 3 ( 13): 00+3(-2) 03+31 04+33 |=
1) NEEEE L L1041 (-2) <1341 —14 413
02 5 50

0 0

3) Resolva a equagéo matricial:
-0 10]
3 i B9
Solugéo:
Inicialmente calcula-se o produto das matrizes do 1 membro:
x-z y-tg O1 @
Ex—z 2y - tH H—1 E
Logo:
xk-z=1 [-t=0
%x—z =-1 %y—t =3
Resolvendo os sistemas, obtemos:
xX=-2,7=-3,y=3et=3.
Propriedades da Multiplicacdo

No produto de matrizes, séo validas as seguintes propriedades, para quais-
quer matrizes:

A-B-C)=(A-B)-C (Associativa)
A-B+C)=A-B+A-C (Distributiva a direita)
B+C)-A=B-A+C-A (Distributiva a esquerda)
Al =1 -A=A (onde | € a matriz identidade)
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Obs.:

No produto de matrizes néo € valida a propriedade comutativa, existem matrizes A e B tais
que A-B 1B - A. Se ocorrer AB = BA, dizemos que as matrizes A e B comutam.

Potenciacio

Dada uma matriz quadrada A, entao:
A=A-A-A-...-A
| S S ——
nvezes

Exemplo:

=1
Calcule A? e A3, sabendo que A = D
% 0n

Solugéo:
-og1r - 1O+ 2 10+ + A
weam=d TOE! DDTIHI2 AT HAD
% 0gn2 ODD 20+0012 2[(]—1)+O|:]
1 -0
g2 -2
_'] ’| —
AP=A"[A= D DE E
72 —2|:||]2 0|:|
a-12+(=02 ()0 +H-) D]] D 3 10
Hon+(-22 201 +=2 0B H=2 4
Matriz Inversa
Considerando uma matriz quadrada A, de ordem n, define-se matriz inver-
sa da matriz quadrada A, a matriz A, tal que:

A-Al=] =A"-A

Exemplos:
'] —
1) Calcule A-Be B - A, sabendo que A = E? BEeB: E SE.
a o o1 40

Solugéo:
gD 3091 S0 O40+30-) 4T3 E O 0
= W =
B HE- dHEBiovim ivgead T B H
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01 -3044 ED1|Z!+(—3)EI] 3+38m o 0O
BA= 0g

H1 4BB1 HBg+am (<m+alp - H
ComoA-B=1eB-A=1,logoA-B=B-A=I, Assim, dizemos que
A e B séo matrizes inversas.

5
2) Determine a matriz inversa de A = El; =
il
Solugéo:
Fazendo A" = B( y% g aplicando a relagao A - A = |, obtemos:
o g
2 5D Ox 1 01
D1 3D|:|z E 0 %

[2x+5z 2y +5t 01 @
Hx+3z y+3tD EO E
Pela igualdade de matrizes, obtemos os sistemas:
[(2x +5z =1 [Py +5t=0
k+az=0 © 5 +3t=1
Resolvendo os sistemas, obtemos:
x=3y=-5z=-let=2
Logo:
03 =50
H1 2f
Para verificar se o resultado esté certo, efetuamos A . A~ e devemos obter
a identidade 1.
@ 5003 -1ot
3 sHB-1 250
O6+50-1)  2[H5) +5 ID D1
Hz+30-) 105 +3 @5 Ho H

Neste caso, A e A" sdo matrizes inversas.

A=
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Propriedades da Matriz Inversa
Sao validas as seguintes propriedades:

a) (A) "' =A

b) (A-B)'=B"-A"

c) (A" = (A7)

Exemplo:

Sendo A = 0 OE, B = 7 1% e X, matrizes inversiveis de ordem n.
Eﬁ 0 0

Determine X, sabendo que (X - A)"" = B.

Solugéo:

Aplicando a propriedade da matriz inversa, obtemos:
(X-A"=B O A'"-X'=B

emque X = (A . B)"
0 0002 o
*=B o §
1000
y o2 1%’*
% 2
Calculando a matriz inversa de g ;E
O
Obtemos:

2 1Da in) % 1
0g

% 200c (E go %

Igualando as matrizes, obtemos os sistemas.
[Pa+c=1 (Zb+d=0

e

Ba+2c=0 B +2d =1
Resolvendo os sistemas, obtemos:

a=1b=-—,c=-1ed=1

N | —

_
2
11

Portanto X =

I:PEI:I_‘D
omoo.
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Capitulo 2

DETERMINANTES

A teoria dos determinantes surgiu quase simultaneamente na Alemanha e
no Japao.

Ela foi desenvolvida por dois matematicos, Leibniz (1646-1716) e Seki
Shinsuke Kowa (1642-1708), ao solucionarem um problema de elimina-
cOes necessdrias a resolugao de um sistema de n equagdes lineares comn
incégnitas.

Depois vieram, em ordem cronolégica, os trabalhos de Cramer, Bezout,
Laplace, Vandermonde, Lagrange, Cauchy e Jacobi.

Dada uma matriz quadrada de ordem n, podemos associar um (nico nu-
mero real a essa matriz, que chamaremos determinante dessa matriz.

Indicacéo:
Determinante da matriz A: det A.
Determinante de uma Matriz Quadrada de 1? Ordem
detA=|a,| =a,
Em que o determinante de A é o préprio elemento da matriz.

Exemplos:
detA=|-3] =-3

detBH:1
2172

Determinante de uma Matriz Quadrada de 22 Ordem

4, a0
Se A= [, entao:
Bz 8,0

detA=a, -a,-a, a,

0 determinante da matriz A é obtido multiplicando os elementos da
diagonal principal subtraido da multiplicagdo dos elementos da diagonal
secundaria.
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2 4

Exemplos:
1T 2

a) detA = =1-(-1-3-2=-7
3 -~
0 —

b)detl\/l=‘ ‘=0-4—2(—3)=6

Determinante de uma Matriz Quadrada de 3° Ordem
Para calcular o determinante de uma matriz de 32 ordem, podemos aplicar
varias regras.

Regra de Sarrus
Considerando a matriz quadrada de 32 ordem:

Loy 2, a0
A= g
- [flm 8»  Ax 0
a Ay Ay

Repete-se, a direita, a 12 e a 22 coluna:

Exemplo:
Calcule o determinante da matriz M, sendo;
m -1 20
_ O
M=53 4 -20
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Solugéo:
Repetindo a 12 e a 22 coluna, temos:

0 — -

o

34023 4

173 %413

detM=0-4-4+(-1)-(-2-1+2:3-3-2-4-1-
0-(-2)3-(-1)3-4=

detM =0+ 2+ 18-8-0 + 12

detM = 24

Teorema de Laplace

Para calcular um determinante de 32 ordem podemos escolher uma linha
ou uma coluna. Para isso definimos menor complementar e cofator.
Menor Complementar

Dada uma matriz A, de ordemn =2, e a, um elemento de A, definimos
menor complementar de a,0 determinante DiJ obtido ao eliminarmos a linha e
a coluna em gue esse elemento se encontra.

Exemplo:
2 -1 30
— 0
Sendo A —%’) 4 10
B 3 -H
* 0 menor complementar de a,, é dado por:
4 1
D =
1 3 _2
no 8-3
D,=-1

* 0 menor complementar de a,, é dado por:

2 -1
Ds=10 3
D,=6-0
D, = 6
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Cofator

Chamamos de cofator de um elemento a (representado por AH) 0 produto
de (~1)"* pelo menor complementar.

Aii = (1) - Dij

Exemplo:
o6 0 -1O0

- 0 0
Calcule os cofatores de a,, e a,, da matrizA = 73 4 2p.

Hs5 1 —3H
Solugéo:
Eliminando a linha e a coluna em que a,, se encontra:
-1
-3
A, =1PF-(0+1)
A, =-1

I/_\21 = (1) ‘?

Eliminando a linha e a coluna em que a,, se encontra:

6 0
A — 7'] 3+3 .
w = 3 4‘
A33=(—1)6-(24—0)

A,=24
Aplicacdao do Teorema de Laplace

0 determinante de uma matriz é obtido pela soma dos elementos de uma
de suas linhas ou colunas pelos seus respectivos cofatores.

Exemplo:

1) Calcule o determinante da seguinte matriz, utilizando o teorema de
Laplace.
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Solugéo:
Escolhemos, por exemplo, a primeira linha e calculamos os cofatores de
seus elementos.

4 1
AH _ (_1)1+1 . 5 3
A, =17 (=12 +5)
A, =-7

1+2 2 1

AWZ = (71) 3 _3
A, = 1) (-6-3)
A,=9

2 4
Aws _ (_1)1+3. ] _5‘
A, =[-1)- (-10-12)
A, =-22

13
Pelo teorema temos:
detA=a,-A, +a, A,+ a, A13
detA=3-(-7)+(-1)-9+0(-22

detA=-21-9
det A =-30
Obs.:

E conveniente na aplicagao do teorema de Laplace escolhermos uma linha ou uma coluna
que tenha maior nimero de zeros, pois, como no exemplo anterior, ndo era necessario
calcular o cofator A,,.

Na aplicagéo da formula, o resultado a,, - A,; = 0. Podemos aplicar o teorema de Laplace
nos determinantes de uma matriz quadrada de ordem maior ou igual a 3.

Exemplo:
Calcule o determinante da matriz
o -1 2 00
a
s_0 43 -
b 1 2 30
E) 4 5 —1%
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Solugéo:
E conveniente escolher a 12 coluna, pois apresenta maior niimero de ze-
ros. Calculando o cofator A :

4 3 -
A=)t 23
4 5 -

Calculando o determinante pela regra de Sarrus, obtemos:

4 3\’\_1K4 3
1\,2;\,3' ,1’\2
4 5 —1\4 5
det=—4 +36-5+ 860+ 3
det =—-26
Portanto,
detA=a, A, A, = (1) (-26)
detA=1-(-26) A, =-126
detA =-26
Propriedades dos Determinantes
1) Um determinante é nulo quando:
* Tem uma linha ou coluna igual a zero.

Exemplos:
b 0 poisL éumalinhad
a) 0 ool . pois L, & uma linha de zeros.
1 0 -1
b) |2 0 3|=0, pois Czéuma coluna de zeros.
0 2
O
C,

 Tem duas linhas ou colunas iguais.
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Exemplos:
4 3 1|0 L
a) 132 =0, pois L, = L,
4 3 10 L
CZ C4
o O
1T 020
0 3 4 3 .
b) =0,poisC,=C
-12 5 2 PO = 2
2 4 3 4
* Tem duas linhas ou colunas proporcionais.
Exemplos:
-1 0 3
a) -3 0 9/=0poisl,=3"-L
1 8 2
5 0 10
b) |-1 2 -2/=0,poisC,=2-C,
2 3 4

* Tem uma linha (ou coluna) que é igual a uma combinacéo linear das
demais linhas (ou colunas).

Exemplos:
2 -1 3
a3 4 1|=0npoisl, +L,=1L,
5 3 4
1 3 2
bl [-1 =1 =1|=0,poisC, = & *Cs
0 4 2 2
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2) Um determinante muda de sinal quando trocamos de lugar, entre si,
duas linhas ou duas colunas da matriz.

Exemplo:
0 3 -1
2 4 3|=-H
-1 2 4

Trocando a primeira coluna com a terceira, vem:

-13 0
3 4 2(=4
4 2 -

3) Quando se multiplica (ou se divide) uma linha ou uma coluna de um
determinante por um nimero, o novo determinante fica multiplicado (ou divi-
dido) por esse nimero.

Exemplo:

170 -1
31

4 0 2
Multiplicando a 22 linha por 2, obtemos:
-1
0|=62=12
2

S 00 —

0
2
0

4) Teorema de Binet

Sendo A e B duas matrizes quadradas, de mesma ordem, entéo det (A - B) =
(det A) - (det B).

. g1t 20 o4 30
Dadas as matrizes A = ] neB= 85 0
3 10 20
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det (A - B) = (det A) - (det B)

de‘[A‘1 =1+6=7

-3

detB = 4 3:8—15:—7
5 2

det(A-B)=7-(-7)

det (A-B) =-49

5) O determinante de uma matriz que tem os elementos abaixo ou acima
da diagonal principal é o produto dos elementos dessa diagonal.

Exemplos:

0O\ =2-(-1)-3=-8
0 03
0 00
3 0
oz -NANQ =1-44-2=32
30 3

6) O determinante de uma matriz e o de sua transposta sao iguais.

2 13

det (A)=|0 4 1/=235
-10 3
2 0 -

det (A) =1 4 0|=35
3 1 3
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7) O determinante de uma matriz quadrada de ordem n, em que todos 0s

elementos abaixo ou acima da diagonal secundaria sao iguais a zero, é 0
nih-1)

produto dos elementos dessa diagonal pelo fator (1) 2

Exemplos:
2 -1 e 3
a) |3 0{=1-2-3-(-1) 2 =6-(-1=-6
00
00 0
00 -1 Rl
b =2-(-3)-4-1- (<) 2 =(-24)-(-1°=-24
) 0 5 3 (-3 -1 (~24)-(-1)
0 4 2

8) Se A é uma matriz quadrada com determinante diferente de zero (A é

inversivel), entdo det A" = o

det A '
Exemplo:
3 -1 0
A=12 1 3|=-60
0 5 -3

1 1
m z a 1= = —
Como det A # 0, entdo det A 60 60

9) Sendo A uma matriz quadrada de ordem n e k um ndimero real, entao:
det (K- A) =K"-detA
Exemplo:

Se A é uma matriz quadrada de ordem 4 e det (A) = 3, calcule
det (2A).

det (K- A) = K- det A

det (2-A)=24-3=148
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Teorema de Jacobi

Aplicamos o teorema de Jacobi quando a uma linha (ou uma coluna) de
uma matriz adicionarmos uma combinagao linear das demais linhas (ou colu-
nas) e o determinante dessa matriz ndo se altera.

Exemplo:
g 1
_ O
Sendo M = % 10 a
B 0 -H
T 1 2
detM=1{3 -1 0|=16
4 0 =2

Se multiplicarmos a primeira linha por 2, e a segunda linha por 3 e adicio-
narmos a terceira linha, obteremos a matriz:

o 1 20
_ 0, 4 [0
N=m3 -1 05
H5 -1 28

A terceira linha de N é a combinagao linear das linhas 1 e 2. Pelo teorema
de Jacobi, temos:

detN =16
Regra de Chioé

Aplicamos a regra de Chié em matrizes de ordem n =2 em que pelo menos
um elemento seja igual a 1.

Exemplo:

Solugéo:
Inicialmente, isolamos a primeira linha e a primeira coluna.
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De cada um dos elementos restantes subtraimos o produto dos elemen-
tos isolados correspondente a linha e a coluna em que o elemento esta re-
presentado:

-1-23 2-3@3| |7
0-200 -3-30 |2 -6

Multiplicamos o determinante obtido por (~ 1)1,

Como isolamos a 12 linha e a 12 coluna, obtemos:
-7 -1

B

(—1)2-(42-14) =28

(= 1)1+ -

Resolucdo de Equacdes envolvendo Determinantes

Exemplos:
Determine o conjunto verdade das equagdes:
2
all =0
3 -2
Solugéo:
Resolvendo o determinante, obtemos:
-2x-6=0
-2x=56
2x=-06
x=_6
2
x=-3 S={3}
-3 4 x
b)|6 0 0]=6
2 12
0+6x+0-0-0-48=6
6x = 54
x=9 S={9}
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0 00
c) 00 =48
3 2 0
4 3 2

Aplicando uma das propriedades de determinantes, obtemos:
Devemos multiplicar os elementos da diagonal principal e igualar a 48.
2-x-3-4=48

24x = 48
x= 18
24
Xx=2 S =1{2}
Obs.:

Podemos obter a matriz inversa com o auxilio dos determinantes.
A matriz inversa A™' de uma matriz A existe se, e somente se, det A # 0 e é dado por:

1
det A

A =

- adj A

Matriz Adjunta
Matriz adjunta da matriz A é a transposta da matriz dos cofatores da matriz A.
adj A = (A)
Exemplo:

2 30
Calcule, se existir, a inversa da matriz A = E) 4% aplicando a férmula

A= _1 adA

detfA
Solugéo:
Calculando o det A, obtemos:
DetA = 23

0

DetA=8-0
DetA=8%#%0

Portanto OA™".
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Calculando os cofatores dos elementos de A:

A, =10 4=4
A, =(1"-0=0
A, =(-17"-3=-3
A, =(177-2=2
Assim:
_ 04 0O
A=Q O
T3 20
adj A =(A)
-3
ade=D4 E
Eﬂ 2g

Substituindo os dados na férmula,

1 -30
A= 5% 24

o _30
7 18%

P 8
Capitulo 3

SISTEMAS LINEARES

0 primeiro matemético a resolver problemas que recaem em equacdes da
forma ax 4+ by = c, em que a e b sdo ndmeros inteiros simultaneamente
nao-nulos, foi Diofanto de Alexandria.

Equacéo Linear
Equagcao linear € toda equacdonaformaa,x, +ax, +ax, +..+ax =b,,
em que:
a,, a,,a,, ..., sao coeficientes;
X, X, ..., X_S80as incognitas;
n
b, é o termo independente.
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Exemplo:

3x — 2y —z = 2 € uma equagao linear, em que
X, ¥ € z sao as incognitas;

3,—2,—1sao os coeficientes;

2 é o termo independente;
(2,1, 6) é uma solucao da equagao, pois3-2—-2 (-1)-6 = 2.

Sistemas Lineares

Um sistema de equactes linear € formado apenas por equagdes do
tipo:

ax,+ax +ax,+..+ax =>n

Na Fisica, dado um circuito elétrico para determinarmos as
intensidades das correntes elétricas i,, i, € i,, sdo obtidas trés
equacdes com trés incognitas, aplicando assim um sistema linear.

+v2-

> 4\/\/\/\_

R2

IOEImOOIOL
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Exemplos:
k—2y =3

a) ¢ um sistema linear
x—=y=1

[a+b+c =1
b) E}-a —-b +2c =3 ¢ um sistema linear

Fh+2b-c=2

k+y=2
¢ O !
oy =1
D(Z+y2:3
U
gty =1

nao é um sistema linear

d) nao é um sistema linear

Solucao de um Sistema Linear

Considere o sistema linear:

Ck+y=1
%x—y:5

Podemos utilizar um sistema de equacdes matematicas no
balanceamento de uma equagéo quimica.

Exemplo:

2C.H, + 90, 0 6C0, + 6H,0
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Representamos na retara equacdo x +y = Tearetasaequagdo 2x—y =5
no plano cartesiano:

Asretasre s se interceptam no ponto P (2, — 1). Logo (2, — 1) € solugéo do
sistema.

Exemplo:
[(a—-b+c =3
Dado o sistema S EZa +b-c=0
B3a -b+2c =6
Verifique se (1, — 1, 1) é solugao de S.
Solugéo:
Substituindo no sistemaa = 1,b =—1ec = 1, obtemos:
T—-=1+1=3(V)
21-1-1=01(V)

31-=1+2-1=6()
Portanto (1, — 1, 1) é solucdo do sistema.

Uma seqiiéncia de niimeros reais (a, b, c, ... n) é solugdo de um sistema
linear se é solucéo de todas as equagdes do sistema.
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Matrizes Associadas a um Sistema Linear
Dados os sistemas:
X, +3x, —=x; =2

d e Jx, + x;=3
X +y =1
ey 0 2x, +4x, =1

Ox+y=2

Podemos representa-los na forma matricial. Assim:

X+y=2
—X+y=1

T 1) (x 2
G-
X, +3X, =Xy =2
X, + X3=3

2%, +4x, =1
13 -1 X, 2
10 1 x,| = |3
02 4 X 1
- - N —
matriz matriz matriz
representada coluna coluna

pelos coeficientes  representada  representada
das incognitas pelas incagnitas  pelos termos
independentes

Sistema Homogéneo
Sistema linear homogéneo € aquele que possui todos os termos indepen-

dentes nulos:
X=2y+z=
X + 3=
y-7=

a+h
-a+2b

A seqiiéncia (0, 0, 0, ... 0) recebe o nome de solugdo trivial ou imprépria.
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Um sistema homogéneo ¢ classificado em:
* Possivel e determinado se a solucao trivial € dnica.
* Possivel e indeterminado se a solugo trivial ndo € a Unica.

Sistemas Lineares Equivalentes

Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes se admitem a mes-
ma solugao.
Exemplos:

- ) . . Oa+b=1 [—O3a-b=11
1) Verifique se sao equivalentes os sistemas e[
Ha-b=8 °H2a-b =8

Solugéo:

Resoivendo os sistemas 32 TP =1 ¢ 383D =T
€
esolvenao oS sistemas %a —b=8 Eza -b =8

0 par ordenado (3,— 2) é solugao dos dois.

, verificamos que

Portanto, eles sao equivalentes.

2) Calcule a e b, de modo que sejam equivalentes os sistemas:
Ck+y =3 0O ax+by=-3

O e 0O

x—y=1 ] —2ax —by =1

Solugéo:

Resolvendo o sistema, obtemos:

e+ =3

O

=)=

2x =4

x=12

2

X =12

Substituindo x = 2, na 12 equagao:
X+y=3

24+y=3

y=3-2

y=1
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Como os sistemas sao equivalentes, podemos substituir x = 2 e
y=1em:

O ax+by=-3 H 2a# =-3
%—Zax—by =1 = %_43716:1
—2a = -2
2a=2
a=1

Substituindoa = 1em 2a + b = — 3, temos:

2-1+b=-3
b=-3-2
b=-5

Sistema Normal

Dizemos que um sistema é normal se o ndmero de incdgnitas é igual ao
nimero de equacdes e o determinante é # 0.

Exemplo:
Ox+y=6

al %x -y =2

Solugéo:

0 nlimero de equagdes do sistema é igual ao nimero de incgnitas (x e y).
Calculando o determinante:

det=1 1

2 -1
det=-1-2
det=-3#%#0

Portanto, o sistema € normal.
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Classificacdo de um Sistema
Observe os exemplos representados graficamente:

Y s | rox+2y=1
r 4 7./ S—x+2y=17
A | O ponto A (-3, 2)
X 3 representa a
— >, interseccao
-7 _1__1_\,'\)( daretares.

r\y) I rx+y=4
SSX+y=2
Asretasre s sao

paralelas, nao
possuem ponto
comum

> (ndo ha solugdo).

r=s y " r3x+3y==56

\§ SSx +y=2
Asretasre s sao

coincidentes, possuem

infinitos pontos em
comum
(hd infinitas solugdes).
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Resumindo
Um sistema é:

Possivel e determinado quando a solugdo do sistema é Unica (I).
Possivel e indeterminado quando admite infinitas solugées (Ill).
Impossivel quando ndo admite solugéo (lI).

Regra de Cramer

Regra de Cramer é um método pratico para resolver um sistema, em que a
solugao serd:

Dx Dy Dz
X=—,y=—,7=—, ...
D D D
Exemplos:
[k+2y =1
a O
x-3y=-4
Solugéo:

* |nicialmente, colocamos o sistema na forma matricial:

O 20000 10
% 08 0% %
=300y O -

* Resolvemos o determinante formado pelos coeficientes das incognitas.

N
1 -3

D=-3-2

D=-5

Para calcularmos o D, trocamos a coluna da incognita x pelos termos inde-
pendentes:

oo |12
-4 -3
D,=-3+8
D,=+5
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Para calcularmos o Dv, trocamos a coluna da incégnita y pelos termos
independentes:

D=1 1

-4

D=-4-1

y

D =-5

Y

Por Cramer, temos:

_Dx _Dy
D D
+5 -5

X=— =
-5 -5

x=-1 y =1

Logo:

S={11}

O x+y=3

b)Ep(+z—1:0 a X+z=1
H y+z=2

Solugéo:

o 1 OSDE%@

oL

70 EEeAn

H 1 1554 52
110

D=1|1 0 1
011

D=0+0+0-0-1-1
D=-2
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310
D=1 0 1
2 11
D,=0+0+2-0-3-1
D =-2
13 0
D=1 11
Y
021
DY=1+0+0—0—2—3
D=-4
y
11 3
D,=11 0 1
01 2
D,=0+3+0-0-1-2
D=0
Por Cramer, temos:
_Dx Dy _Dz
D D D
-2 / -2 -2
x=1 y =2 z=0
Logo:
S={(1,2,0}

Podemos classificar esses dois sistemas como Sistemas Possiveis Deter-
minados.

O—x-y =3

c
) Ex+y:4
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Solugéo:
_’] _1 —
D — 3 -1
1T 1 N
D=-1+1 D,=3+4
D= D =7
D — -1 3
/ 1 4
D, =-4-3
D =-7
Y
Por Cramer, temos:
Dx Dy
X=— =—L
D =7
! T
0 =7
[ impossivel «J
Logo: S =@
Classificamos esse sistema como Sistema Impossivel.
Ox +y=3
d
! %Zx +2y =6
Solugéo:
11 31
D= D =
2 2 6 2
D=2-2 D,=6-6
D=0 D=0
13
D =
Y 2 6
D, =6-6
D=0
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Por Cramer, temos:

x =" ey= 0 (admite infinitas solucdes)

0 0
Sistema Possivel e Indeterminado.
Discussao de um Sistema Linear
Discutir um sistema é verificar se o sistema é possivel determinado, inde-
terminado ou impossivel.

e Sistema Possivel Determinado O D # 0
(admite uma Unica solugao).

* Sistema Possivel Indeterminado 0 D=0,D =0, Dy =0..
(admite infinitas solucdes).

e Sistema Impossivel 0 D = 0 e pelo menos um dos demais det # 0
(ndo admite solugao).

Exemplos:
Discuta os seguintes sistemas:

Fx+my =3
a 0
O mx—y=1
Solugéo:
%—1 m%)ﬂ%@
H)
m -1DDE DE
-1 3
p=|" ™ p= "
m -1 S
D=1-m? D=-3-m
-1 3
D =
Y m 1
D=-1-3m
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Discussao:

SPDO1-m?#0 O m?#1 O m#=1
(Sistema Possivel Determinado)

SO 1T-m2=0 O m=1

Substituindom= +1emD e Dy, verificamos que D, #0 e Dy #0. Logo, A4
m para que o sistema seja indeterminado.

SO m= =1

Substituindom = + 1emD e Dy, verificamos que D #0 e Dy # 0. Logo,
para o sistema ser impossivel, m==*1.

Ox+2y+2z=m

b) %3)( +6y —4z =4 Determine m e n para que o sistema
HZX +ny -6z =1 seja indeterminado.

Solugéo:
o 2 2

12
D=3 6 -4
2 n -b
D=-36 +6n—16—24 + 4n + 36
D=10n-40
m 2 2
D,=1[4 6 —4
1 n -6

D =-36m+8n—-8-12 + 4mn + 48

X

D, =-36m + 8n + 4mn + 28
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T m 2
3 4 -4
21 -8
D =-24+6-8m-16+4 + 18m
D = 10m-30

o
Il

1
3
2

o
Il
=< N

m
4
1

D :}5/+3mn+16—12m—4n—}3/
D, =—12m—4n + 3mn + 16

S.Pl.

10n-40=0 10m-30=0
10n =40 10m = 30
n=4 m=3

Substituindom = 3en=4emD, Dy e D, concluimos que D = 0,D =
0.0,=0eD,=0.

Portanto,m =3en = 4.
Sistema Retangular
E aquele cujo ndmero de equagoes ¢é diferente do nimero de incégnitas.

Discussao de um Sistema Retangular

Quando o nimero de equagdes for maior que o niimero de incégnitas,
devemos escolher duas e resolver o sistema.
Classificacao de um Sistema Retangular

Sistema possivel e determinado

Exemplo:
@x-y =1
Seja o sistema E x+y=5

be+y:9
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Se escolhermos a 12 e 22 equagoes e resolvermos o sistema, teremos
x=2ey=3.

Substituindox = 2ey = 3na32equagdo: 3-2 + 3 =9 (V)

A solugdo (2, 3) é também solugéo da equagéo 3x + y = 9; neste caso, 0
sistema sera possivel e determinado.

Sistema possivel e indeterminado

Exemplo:

g x—-y=3

0 sistema %—x +y = -3 ¢ indeterminado.

be—Zy:Ei

-y=3 -y =3
Tanto E =y , COMo gxy ,
Tx+y=-3 %x—ZyZG

(Fx +y=-3
como %x ~2y =6 sa0 indeterminados.

Sistema Impossivel

Exemplo:
2x —4y =1
0 sistema S O E—x +2y =2 & impossivel.
Hx+3y=3
Resolvendo o sistema S O EZX —Ay =i , concluimos que ndo admite
X +2y =2

solugao, portanto ele é impossivel.
Logo S também sera.
Sistema Nao-Linear

Definimos como sistema nao-linear aquele em que pelo menos uma equa-
¢ao ndo & linear.
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Equagao ndo-linear é toda equacao que apresenta pelo menos uma varia-
vel com grau maior que 1 ou apresenta produto de variaveis.

Exemplo:
Resolva o sistema:

Solugéo:

Podemos resolver o sistema por algum método ja conhecido. Isolando x na
12 equacao e substituindo na 22, obtemos:

X =2y
(2y)2 4y =~ 1
Ay 4y +1=0
A= (-472-4-4-1
A=0
y = 40

8
yy=v,= 1

2
Substituindoy = L emx =2 -1 obtemos:
2 2

x=1

1m
Logo, a solugdo serd LI E% .

EXERCICIOS PROPOSTOS
1) Construa as seguintes matrizes:

a)A=(a)

s COM A, = O sei=]

O-j.sei#zj
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Bseizj
b)A = (a),,coma = .
L Y B3sei=]
c)B = (bii)3x3 com b‘,j =2
djC = (cU.)1x4 come, = i—2i] + 3

2) Dadas as matrizes A = (a”)M, sendo a, = ’eB = (b”)M, sendo
bii =i + |, determine:

a) b1z_ a, b) 2812 + bgz

3) Dadas as matrizes
a1 3 =20 0 a 30
A:B—4 2 b S e B:ES 2 1%, calcule a, b, e ¢, sabendo
3

H3 1 2H 2H

que B = Al
4) Determine 0s nimeros reais x e y, tais que:

TN
o4 2yg o4 %

@ 40 09 40

b =
'O e H
gy 00 &
Ha o2x+yHHs sH
01 0O
3 -1
5) Sendo A:EZ; QeB=E-1 20, determine X = A + 38

6)(CISESP-PE) Dadas as matrizes reais A = (aij) eB = (b‘.i), em que
i=1,23ej=123 taisque a,= i+ ebij = 2i—j+ 1,indique a alter-
nativa correspondente ao elemento c,, da matriz C = A - B.

a) 40 b) 36 c)4 d) 120 e) 22
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7) (FATEC-SP) Uma industria automobilistica produz carros X e Y nas ver-
sOes standard, luxo e superluxo. Na montagem desses carros séo utilizadas
aspecas A, Be C.

Para um certo plano de montagem, sao dadas as seguintes informagdes:

Carro X Carro Y
Peca A 4 3
Peca B 3 5
Peca C 6 2
Standard Luxo Superluxo
Carro X 2 4 3
Carro Y 3 2 5
Em termos matriciais, temos:
o 30
matriz pega/carro = %3 5%
25
. < 2 4 30
matriz carro/versao = 0
B 2 s
Entdo, a matriz peca/verséo é:
a7 22 270 a7 22 270 a7 22 2/0
a1 28 345 o1 34 225 o) 21 22 283
Hs 28 22 H8 28 28H H8 34 284
a7 22 270 a7 22 2i0
D21 2 33 A 28 285
Hs 28 283 Hs 34 224
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8) Resolva a equagdo matricial X - (=2 3 1)=p 0

9) Efetue as multiplicacoes:
a) m 1%2 70 b) g%mo 3 2) 0 o 2 1%@ E
Elﬁ -4006 -'% H@ 513 1 ZDB3 ﬁ

10) Calcule a de modo que as matrizes

A_[z _3583254 a _
% 40 0 LH sejam comutativas.

11) Considere as matrizes:

A_Dx y 1|]eB o1 -1 O
B B Ho 1
3 4
Determine x e y, sabendo que: A~B‘:E B
02 0
+2 1 0o g &
12) (UCS-BA) A equagdo matricial 531 1 208\
Ho 0o 15089 H H
¢ verdadeira se x, y e z sdo tais que X + y + z € igual a:
a)-3 b) -1 c)0 d1  ¢3
13) Determine a matriz inversa das matrizes:
30 0o 0 10 0o 0 0O
) A= bB=2 119  coC=g 1 05
. H 0 o H 1 1H
14) Dadas as matrizes M:[" 3%8 N:H3 D,determine (M- N-):
B - Ho 4
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15) Calcule o valor dos determinantes:

2 3 N

al ¢ log, 1
4 -1 3 4

b 32 sena Cosa
22 -3 —cosa sena

_[O0sei=]j

16) Sendo A = (au)m, emquea, = Ji+jeB= (bU)M, e b= EH seiZj

calcule o valor dos determinantes:
a) A b) B c) At + Bt d) (A.B)t

17) Aplicando a regra de Sarrus, calcule os seguintes determinantes:

12 3 12 1 0o 1 3
a2 2 4 b) |3 4 -1 c)|=2 1 1
321 01 2 3 -1 2
18) Aplicando o teorema de Laplace, calcule o valor dos determinantes:
" s 32 3 2 0003
ale 3 | w2t ols 46
1 -7 s 5 4 3 2 > 04
4 3 2 2

19) Calcule o valor dos determinantes a seguir, sem desenvolvé-los. Jus-
tifique a resposta:

30 3 2 -1 3
al? 0 b2 -1 2 o4 o
-3 1T 1 1 8 -2 7
12 0 3
d' 2 -5 el4 0 0 f)
11 1 2
2 4 1 -3 0
36 10 -1 1
2 12 15 1 8
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20) Determine o conjunto-verdade das equacoes:

12 -1 11 5 x 4 -1
alo 1 x|=1 b X3 3‘:0 o -1 1 0|=0 (Maus)
1T x -1 -5 3 «x
o 0 30
21) Dada a matriz A = 84 -1 2 g calcule os cofatores de A, A,

eA,. B2 -1
O-jsei>]j
22) Seja a matriz B = (b) de ordem 3, em que b, = EH, sei<j
calcule o valor do determinante de B. HJ'J' sel=]
x 1.0
23) (Unifor — CE) Ainequagéo |1 x 1| < 0 tem por conjunto solugéo:
T 11

a{xeR|0<x<1} c) R
b) {xe R | x> 1Toux < 0} d) &
x 0 0 3

24) (PUC-SP) O determinante ;1 x 0 ? representa o polinémio:
X

0o 0 -1 -2
a)-2¢ +x2+3 d) 2x* —x2 -3
b) —2x3—x* + 3 e)2x°—x2+ 3
c) 3 + x-2
01 0 00 o 0 3 1%
o O _
25) Sejam A = U 12 05 eB= BJ 21 35, calcule
03 4 -3 0O D0 0 6 20
B o3 1 4 B o o 1

det (A.B).
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26) Sendo A e B matrizes quadradas de ordem 3, com det A = 2 e
det B = 3, calcule:

a) det (3A) b) det (A - B)
+y =
27) Dado o sistema H4X y=0 , verifique se é solugao cada um dos pares:
0Ox+y=6
a) (-2,8) b) (1,2
28) Verifique quais dos sistemas sdo normais:
Px+y =1 Ox—-y=2
| c)
x—3y=0 %x—Zy:4
0 x+y-z=0 Ox+y+z =1
a _ % _
b) O 4x-y+z=1 d) C2x+3y+22=5
Bx+3y—2222 Hx—y+222—4

29) Resolva, com o auxilio da regra de Cramer, os seguintes sistemas:

Bx—2y =5 [Bx —y+2z=5
a) X y—1 c) %x+3y—4z =2
+y=
ey H—x+y—z:0
Ox+y-z=-5
b) EQX +y+z=-
de+2y—z:—11
30) Classifique os sistemas:
Bx-y=2 [F3x +4y =4
a O c)
ok +4y =1 Eax— 4y =1
[(Px+y+4z =0
—v=1
o) X 2y—2 d) Fx+2y -z =1
=2y = B—x+3y+z =2
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. =2 + 3y =5K
31) (UF-PA) O valor de K para que os sistemas B( e %(X Y
y=3 Ox-Ky=-11

sejam equivalentes é um valor pertencente ao intervalo:

a)] -3, 31 d) 13,331
b) [0,~/3 ] e)]-/3, 0]
¢)[3.3+3]

32) (FUVEST-SP) Para quais valores de a o sistema linear
Ox +y+z=1
%Zx +3y +4z =a admite solucéo?

E -y—2z =4
. Onx+y =0
33) (UC-MG) O valor de m para que o sistema [J J
O4x+y=0
seja indeterminado é:
a 0 b) 1 c)2 d)3 e) 4
+2y =3
34) Determine K, de modo que o sistema EBx+ 2y seja impossivel.
H(x +y=4
X +y=—
35) (MACK-SP) %x +z=3y devaridveis x, y e z:
Bjy +7=—4x
a) ndo é homogéneo; b) apresenta trés solugdes distintas;
c) € impossivel; d) ¢ possivel e indeterminado;

e) é possivel e determinado.

36) (UNESP-SP) Para quais valores reais de p e g o sistema
[Bx +py +4z =0
E}( + y+3z =-5 ndo admite solugéo?

BZx—3y+z:q
ap=-2eq="5 bjp>-2eqz4 cbp=q=1
dp=-2eq#5b elp=2eq=>5
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37) Determine o valor de a para que o sistema

Ha+3)x+2y =8 ) . .
0 seja possivel e indeterminado.
0O 2x+ay=4
Respostas
q -1 2 g0 -3 -4Qg
- | | 0
1) a) Dl | _1[| c) |:|_5 - —7D
. U H10 -1 —12
03 10
b) 52 35 d(2 3 4 5)
13 94
a=—4
2) a2 3) =3
b) 18 H=-
D(:2 D(:Z x=2
4 g _ b
) a)D/_S )%I:Z C)%:1
52 0 8% 6) a 7)b
H 10 150

6 -5 TG 8 50
06  -50 0
9 a b) -6 4 c) 0
His 41 % _3 2@ 31 9
k=7
10) a=0 1) 0 12) d
=4
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05 -30 o1 0 0O
13 aAT=R0 R b AE oCT=g - 0g
ol Bo 1 1

o1 OE
14) % 0

4
15) a)-14 b) -7 c)5 d1
16) a)-3 b) -1 c) -4 d) 3
17) a) 122 b) 0 c)4
18) a) 42 b) -6 c) 72
19) a)0(L, =0 d) 0, pois C, = 2C,

b) 0, pois C, = C, g) —24

)0, poisL, = 2L, + L, )0, pois 2L, + L, =L,
20) ) {1} b) {+3 o) {-6,2)
21) A, =-3

A, = +6

Ay =~
22) 65 23) a 24) a 25) 288
26) a) 54 b) 6 27) a 28)a,bed
29) a)S={(1,-1)} b) {-2,0, 3} c) {(1,4,3)}
30) a) S.PD. b) S.PI. c) S.I. d) S.PD.
31) ¢ 32)a=1oua=-2

3

33)e 34)K = 7 35)e
36) e 37 a="1
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